Forme biliniare si forme pdtratice

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

1 Forme bilinare. Definitii, proprietdti generale
Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional.

Definitia1 O aplicatie g : V x V — K se numeste formd biliniard pe V daci satisface conditiile:

(1) g(aZ + BY,2) = ag (Z,2) + Bg (¥, %), Va, p € K, YZ,¥,Z € V (g este operator liniar in raport cu
primul argument),

(1) g (X, 0y + BZ) = ag (Z,9) + Bg (£,2), Vo, B € K, VZ,¥,Z € V (g este operator liniar in raport cu
al doilea argument).

Vomnotacu L2 (V) ={g:V xV — K | g este form4 biliniara}.

Dacé g, h sunt doud forme biliniare si o € R, atunci g + h, ag : V x V — K, sunt definite prin
(9+h) (Z,9) = g(Z,§) + h(Z,7), (ag) (Z,9) = ag (Z,7),VZ,§ € V. Evident g + h, ag € L2 (V).

Propozitia 2 Multimea Lo (V'), impreund cu adunarea formelor biliniare si inmultirea formelor biliniare
cu scalari din K, este un spatiu vectorial peste K, numit spatiul vectorial al formelor biliniare definite pe
K-—spatiul vectorial V.

Presupunem acum cd V are dimensiunea finitd n. Fie B = {é1,€5,...,€,} o bazd in V. Fie
g€ Ly (V)siZ, § €V cudescompunerea

n n
T=x€1+ -+ xp€p = E Ti€, Y =Y1€1+ -+ Ypn€p = E Yjes-
i=1 j=1

Atunci vom obtine

n n

n n n n
9@ D =g D w@, Yy & | =D > wwy; 9(E8) =D Y vy i, 1)
i=1 Jj=1 i=1 j=1

i=1 j=1

unde g;; := A(€;, €)).

Expresia (1) reprezintd expresia in coordonate a formei biliniare g in raport cu baza B.

Vom nota cu G = Mp (9) = (aij); jet7 € Mn (K) si 0 numim matricea formei biliniare g in
raport cu baza B. Astfel, folosind (1), obtinem expresia matriceala a formei biliniare g in raport
cu baza B

g(fag) :Xt'G’Ya

unde X, Y reprezintd matricile coloand ale coordonatelor vectorilor 7 si ¢ in baza B.

Corolarul 3 Fie B o bazd fixatid in V,,. Atunci aplicatia g : Lo (V) — M, (K), ce asociazd oricirei
forme biliniare matricea ei in raport cu baza B, este un izomorfism de spatii liniare. Deci dimensiunea
spatiului vectorial Lo (V) este dim M,, (K) = n?.



Prezentam in continuare cum se schimba matricea G la o schimbare debaze. Fie B = {fi, ..., f"}

onoudbazdinV cu S = (s}), ;1 matricea schimbarii de baze, B 5, B. Atundi =" sié

=1 ] 1
si, notand Gij = g(fn fj)r = (gij)i,jeﬁ € My, (K), obtinem

k
gek,el = sls g, 1,7 € 1,n.
k=1 1=1 k=1 I=1
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Am obtinut urmatoarea formuld matriceald de schimbare a coordonatelor la schimbarea de
baze B
G=5"G-8S. ()

Observdm cd rangul matricelor G si G este acelasi, deoarece S este nesingulard, deci rangul
matricei formei biliniare este invariant la schimbari de baze

Definitia 4 Rangul unei forme biliniare este rangul matricii sale intr-o bazd oarecare a lui V.

Definitia 5 O formd biliniard se numeste nedegenerati daci rangul ei coincide cu dimensiunea n a
spatiului liniar V' (si degeneratii in caz contrar).

Definitia 6 O formd biliniard g se numeste simetrici dacd g (Z,Y) = g (¥, &), pentru orice Z,5 € V.

Se poate ardta usor ca:

Propozitia 7 O formd biliniard g este simetrici daci si numai dacd existid o bazi a lui V' in raport cu care
matricea formei este simetricd. (In acest caz, matricea lui g in raport cu oricare bazi a lui V este simetrici.)

2 Forme patratice. Definitii, proprietiti generale
Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional.

Definitia 8 O aplicatie h : V. — K se numeste formd pdtraticd pe V dacii existi o formd biliniard
simetricid g € Lo (V') astfel incit
h(F) = g(3,), VT € V. 3)

Notam cu P(V') multimea formelor patratice definite pe V.

Suma a doud forme padtratice hi, ho € P(V) se defineste prin (hy + hg) (Z) = h1(Z) + ha(Z),
inmultirea formei pétratice h € P(V) cu scalarul o € K se defineste prin (ah) () = ah(Z)
VZ,je V.

Propozitia 9 Multimea tuturor formelor patratice h : V — K este un spatiu vectorial peste K, in raport
cu adunarea formelor patratice si inmultirea cu scalari a acestora.

Propozitia 10 Dacd h este o formd patraticd atunci forma biliniard simetricd g de la care provine este unic
determintatd.

Demonstra. Din (3) obtinem

h(Z+y) = g@+7,7+9) =9(@2)+9(@9)+9 @7+ 97 7)
9(Z,%) +29(Z,9) + g (7,9) = h (Z) + h (§) + 29 (£, 7),
deci g este unic determinata prin
R " _ Lo



[
Forma biliniard, simetricd, g , din care provine forma patraticd h se numeste forma polard a
formei pétratice h.

Fie B = {¢}, &, ...,€,} obazd in V,,. Fie h o formi pétratica, g forma sa polard si ¥ € V dat de
descompunerea & = 1€, + - - + Tp €, = Z?:l x;€;. Atunci vom obtine

n n
h(Z) = g in€i7zxj€j = (din liniaritate) (5)
i=1 j=1
n n n n
Y 0@ =33 e g
i=1 j=1 i=1 j=1

Expresia (5) reprezintd expresia in coordonate a formei patratice h in raport cu baza B.
Folosind matricea G a lui g In baza B obtinem si expresia matriceald a formei patratice h in
raport cu baza B

h(z)=X"G- X, (6)

unde X reprezintd matricea coloand a coordonatelor vectorului & in baza B.

Definitia 11 Matricea unei forme patratice h in raport cu o bazd B a lui V este prin definitie matricea G
a formei biliniare polare in raport cu B, iar rangul unei forme pitratice este rangul acestei matrice.

Definitia 12 O formd pitraticd se numegste nedegeneratd daci rangul ei coincide cu dimensiunea n a
spatiului V, si degeneratd in caz contrar.

Exercitiul 13 Fie forma pdtraticd h (Z) = h (21, x2,23) = (3:1)2 + (:52)2 4 22129 + 4123 + 62023,
Forma polari g a lui h se obtine folosind formulele (G), (4). Observim astfel ci forma polard a lui h se
obtine prin dedublare din g.

Mai precis, urmdm urmdtoarele asocieri:

(fi)Q =Xk~ XilYi,
1 1 (7)

1
TiTj = STiTj + %5 ~> sTY5 + 2.’1?jyi.

2 2 2

Deci avem
h (.’f) = h ((El, (EQ,.’Eg) = ($1)2 + ($2)2 + 21’11’2 + 2 . 25611’3 + 3 . 2$2$3

si prin dedublare obtinem

g(Z,9) = gz, 22,23), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y2 + T1y2 + Y172 + 221Y3 + 2y123 + 322y3 + 3Yy273
= Ty + Toy2 + T1y2 + Tayr + 2x1y3 + 2x3y1 + 3T2y3 + 3T3Y0-

Calculam g (€;, €;) si obtinem matricea G a lui h in raport cu baza canonici

G:

N
W = =
S W N

Observim ci putem obtine matricea G a lui h in raport cu baza canonici direct din expresia lui h,
mai exact g;; este jumidtatea coeficientului lui x;x; pentru i # j, iar g;; coincide cu coeficientul lui (:rz)2
Rangul matricii este rangh = rangG = 3, deci h este nedegeneratd.



Aducerea unei forme patratice la o forma canonica

Fie V un K—spatiu vectorial n—dimensional.

L , . . o n n
Definitia 14 Fie h forma pitraticd ce are, in raport cu baza B, expresia h(Z) = 32121 D e i Gij,
pentru & = x1€y + 262 + - - - + xp €. Spunem ci forma pitraticd h este redusi la forma canonicd daci
s-a giisit 0 bazd B = {f1, ..., fn} a lui V, in raport cu care expresia in coordonate a lui h este

h(@) =M (1) + X (2)" 4+ 4+ A (9n)?, (8)
unde ¥ = ylfl + yzﬁ + ynﬁl ST A1, ..oy Ay € K nu sunt, in mod necesar, toti nenuli.

Definitia 15 Presupunem ci V,, este spatiu liniar real. O formi pitratici h se numegte
- pozitiv definitd daci h (Z) > OVZ € V\{ﬁ};
- negativ definiti daci h (£) < 0VZ € V\{ﬁ},
- pozitiv semidefinitd dacid h () > OVZ € V si existd cel putin un & € V, nenul, cu h (¥) = 0;
- negativ semidefinitd daci h (¥) < OVZ € V si existd cel putin un & € V, nenul, cu h (Z) = 0;
-nedefiniti daci existd T, § € V a.i. h () < 0si h(g) > 0.

Deducem imediat ca dacd h are forma canonica (8), atunci h este

- pozitiv definitd dacd si numai daca toti cei n coeficienti A; sunt strict pozitivi;

- negativ definita daca si numai daca toti cei n coeficienti A; sunt strict negativi;

- pozitiv semidefinitd dacd si numai daca toti cei n coeficienti A; sunt pozitivi sau nuli;

- negativ semidefinitd dacd si numai dacd toti cei n coeficienti \; sunt negativi sau nuli;

- nedefinitd dacd si numai daca existd coeficienti strict pozitivi si coeficienti strict negativi in
forma canonicd a lui A.

Dar oare existd baze B in raport cu care expresia unei forme pétratice s4 fie de forma canonicd
®)?

Réspunsul este afirmativ, prezentdm trei metode de aducere la forma canonicd- metoda lui
Gauss, metoda lui Jacobi si metoda diagonalizarii. (dupd ce vom preda spatiile liniare euclidi-
ene vom vedea cd ultima metoda e de fapt metoda transformarilor ortogonale).

Teorema 16 (Metoda lui Gauss) Fie h o formd pitraticid. Atunci existd cel putin o bazid B a lui V si
corespunzitor acesteia existd scalarii A1, ..., A, in raport cu care expresia in coordonate a lui h are forma
canonici (8).

Remarca 17 Demonstratia teoremei lui Gauss ne oferd si algoritmul practic de reducere la forma canonicd
a unei forme pitratice h, precum si modul de determinare al bazei B. Astfel, conform demonstratiei teore-
mei, avem urmdtoarele situafii:
1. dacii forma pitratici contine cel putin un patrat (x;)*, atunci grupim toti termenii care contin termenul
x; si formim expresii de forma (ax; &+ bx; £ cxy = )%
2. dacd forma patraticd nu contine nici un pitrat dar apare termenul x;x;, atunci facem schimbarea de
variabild

Ti =Yi —Yj

Tj=Yi+Y;

SPEPN . A ) c o o v 2 . 2 . A .
Prin inlocuirea in formd pitraticd, vor apdrea pdtratele (y;)” si (y;)°, deci suntem in primul caz.



Exercitiul 18 Se di forma patratici
h:R® =R, h(Z)=5(x1)" 46 (22)* + 4 (23)* — dzy29 — dz125, VT € R®.

Si se scrie forma biliniard simetricd din care provine h, si se determine matricea formei pdtratice in raport
cu baza canonicd si sd se calculeze rangul formei.
Si se aduci forma pitraticd la forma canonici prin metoda lui Gauss.

Rezolvare:

Forma biliniard polard se scrie folosind tehnica de dedublare (vezi (7)) si obtinem

o 1 1
g(%,9) = bryys + 6r2ys + 4w3y3 — 45 (T1y2 + 2291) — 45 (1y3 + 2391)

= 5x1y1 + 622ys + 4x3ys — 2x1ye — 2x2y1 — 2x1Y3 — 2x3Y1, VI, ¥ € R3.

Sau folosim
h(Z#)=X'"-G X, g(@9)=X"GY,

unde X este matricea coloand a coordonatelor lui ¥, Y este matricea coloand a coordonatelor lui , iar G
este matricea formei biliniare simetrice corespunzitoare h.

Avem
5 —2 =2
G= -2 6 0
-2 0 4

Rangul formei va fi atunci rangG = 3, adicd forma biliniard (si cea pitratici) este nedegeneratd.

Aducem acum forma pitraticd la forma canonicd. In cazul nostru, apare pitratul 5 (1) si termenii
129, 123. Apare si pitratul 6 (332)2 si apoi x1xo. Alegem, pentru simplitate, si plecim de la x5, deci
grupdm toti termenii care contin termenul xo si formdm un binom la pdtrat

>
—~

) = (6 (332)2 - 43?1332) +5 (931)2 +4 (x3)2 —4zq74
((6x2)2 - 24:171502) +5 (x1)2 +4 (:1:3)2 — 42123

T
1
i (672 = 21)° = & (221)° 45 (21)* + 4 (a)" — Ay
= ? (65 — 221)% + (4 (23) — 43@1:53) + ? (21)?
= ? (629 — 2x1)2 + 1 ((41‘3)2 - 16x1x3) + 133 (171)2
i (62 — 221)? + t (das — 201)% — = (221)? + ? (1)’
= g (625 — 221)% + jlll (4z3 — 221)° + ?0 (21)?
= )P )+ ),
unde
y1 = —2x1 + 622
Yo = —2x1 +4xg )
Ys = 21.

Deoarece toti coeficientii 1/6,3/13 si 40/13 sunt strict pozitivi, deducem cd forma pdtraticd dati este
pozitiv definitd. B

Si determindm in continuare baza B in raport cu care forma pdtraticd h are forma canonicd de mai
sus.



Rezolvim sistemul de mai sus astfel tncit si determindm coordonatele x; in raport de coordonatele y;.
Vom obtine
T1=1Y3

1 n 1
To = — —_
2 62/1 3y3

1 +1
Ta = — —UYa .
3 4?}2 2y3

Stim ci formula schimbirii de coordonate la schimbarea de baze este

X = 5Y,
deci
0 0 1
S=1{1/6 0 1/3
0 1/4 1/2
-2 6 0
Evident puteam citi si direct din (9) matricea S~ = | —2 0 4 |, folosind Y = S71X.
1 0 0

Dar, prin definitie, matricea S este matricea schimbiirii de baze de la B, la baza B = { fh f;, f;} in

raport cu care forma patratici h are forma canonicd h (Z) = L (y1)% + 3 (y2)? + 22 (y3)*.

Pe coloanele ei sunt coordonatele vectorilor noii baze, fi = (0,1/6,0), fa = (0,0,1/4), f3 =
(1,1/3,1/2).
Evident, din forma canonici, deducem ci forma pdtraticd are in raport cu aceastid noud bazd matricea
M 000
G= 0 X O . Intr-adevitr, conform formulei de schimbare a matricei G la schimbare de baze,
0 0 s
i 0 0 1\'[/ 5 -2 -2 0 0 1 1/6 0
G = S'GS=1|1/6 0 1/3 -2 6 0 1/6 0 1/3 | = 0 1/4
0 1/4 1/2 -2 0 4 0 1/4 1/2 0 0

Evident ci putem obtine si alte forme canonice pentru forma pitratici h.

Teorema 19 (Metoda lui Jacobi) Fie h o forma patraticd pe V,, astfel incit rangh = n. Atunci existi o
bazd B alui V in care determinantii

aip a2 - Q1in
aip a2 ag1 Q22 -+ Q2pn
Ay =a, Ay = veeey Ay =
a21 A22
an1 An2 e Ann

sunt toti nenuli, si existd 0 bazd B = {f1, ..., fn} a lui V in raport cu care expresia in coordonate a lui h
are forma canonicd Jacobi

n —
unde & = > y; fi.
=1

(2

o



Remarca 20 Prezentidm in continuare tehnica concretil de gisire a bazei B = {f1, fa, f3} in raport cu
care are loc scrierea canonicd a lui h. Am luat, pentru simplitatea expunerii, cazul n = 3. Cdutdm noua

bazd astfel incit
]11 =116
fa = cnéi + cané
f3 = €31€1 + €32€2 + 33€3 .

Calculul coeficientilor c;; se face impundnd conditiile suplimentare

1, daciii = j,

o) = 6y =
9(fi- &) / {0, dacii # j

Obtinem astfel sistemele

9(f1,81) =1 g(c11€1,8) = c119(€1,8) = c11ig11 = 1,

{ 9(f2,81) =0, { g(ca1€1 + c22€2,€1) =0, { c219(€1,€1) + ca2g(€2,€1) =0,

. ~ &

g(fa2,€2) =1 =1 =1
{ c21911 + 22921 = 0,

=

g(Cc21€1 + C2282, €5) €219(€1, €2) + c229(E2, €2)

C21912 + C22g22 = 1

si respectiv

9(f3,€1) =0, 9(c31€1 + c32€5 + c33€3, €1) = 0,
9(f3,8) =0, << glc31€1 + c3282 + c33€3, €2) = 0,
9(fs,83) =1 (€1 + c32€5 + ¢33€3,83) = 1
c319(€1, €1) + c329(€2, €1) + c339(€3,€1) = 0, 31911 + C32921 + ¢33931 = 0,
& 4§ c319(€1,€2) + c32g(€2, €2) + c339(€3,€2) =0, < { 31912 + 32922 + €33932 = 0,
c319(€1,€3) + c329(€2, €3) + cazg(€3,€3) = 1 31913 + C32023 + 33933 = 1.

Rezolvand aceste sisteme gisim coeficientii c;; deci si vectorii bazei Jacobi.

(10)

(11)

(12)

Exercitiul 21 Se dii forma pdtraticid h de la Exercitiul 18. Sd se aducd forma pitraticd h la forma canonicd

prin metoda lui Jacobi.
Rezolvare:

Matricea formei pitratice este

5 —2 =2
G=| -2 6 0
—2 0 4
Calculidm determinantii
I 5 -2 -2
A1:5,A2:‘_2 6‘:26’A3: -2 6 0|=80
-2 0 4
Deci forma canonicd va fi
B = 1 00+ ok )+ 1 ()?
=5 n 2% Y2 20 Y3



Pentru a determina baza B = {f1, fa, f3} in care are loc aceasti scriere canonicd a lui h, considerdm cii
relatiile de legaturd dintre f; si €; sunt urmdtoarele:

f1 = C11€1
fo = c21€1 + c22€>
f3 = €31€1 + €328 + c33€3.

Calculul coeficientilor c;; se face impundnd conditiile suplimentare anterioare

1, daci i = j,

i) = 0y =
9(fi: &) = 0 {O,dacdi;«éj

In cazul nostru sistemele (10~12) de mai sus devin, in particular,
5ci1 =1 ¢ = 1/5,

dco1 — 2¢22 = 0,
< Co1 = 1/13, Coo = 5/26

—2¢91 4+ 6cog =1
si respectiv
5c31 — 2¢30 — 2¢33 = 0,
—2c31 + 6c32 = 0, < C31 = 3/20, C32 = 1/207 C33 = 13/40
—2c31 +4cz3 =1

Prin urmare noua bazi in raport cu care h are forma canonicd este

ﬁ—%gl

- 1., 5
R
f3= %61+%62+ 10

Matricea schimbdrii de baze este

1/5 1/13  3/20
5 = 0 5/26 1/20
0 0 13/40

Remarca 22 Cea de a treia metodi este diagonalizarea lui G.

Fie forma pitraticd h datd de h (u) = X' - G - X. Fie transformarea liniard T care are drept matrice
tot pe G, in raport cu aceeasi bazd. Deoarece G este simetricd, se poate arita ci ea are valori proprii reale
si simple . Din teorema de diagonalizare rezultil cil existid 0 noud bazid B gi in raport cu aceasta matricea
lui T este diagonald, avind valorile proprii pe diagonala principald, si deci h va avea o formd canonici in
raport cu aceastid nowd bazid B.

Exercitiul 23 Se di forma pdtraticid h de la Exercitiul 18. Sd se aducd forma patraticd h la forma canonici
prin diagonalizarea lui G.
Rezolvare:

Matricea formei pitratice este

5 —2 =2
G=| -2 6 0
—2 0 4



Ecuatia caracteristicd asociatid matricei G este
p(A) =det (G — A3) =0,

deci, efectudnd calculele, obtinem

5—A -2 —2
—2 6-—\ 0|=0< —\3+15)\% — 66\ + 80 = 0.
-2 0 4—\

Ciutam rdddcinile intregi printre divizorii intregi ai termenului liber si folosim eventual schema lui
Horner. Obtinem
det (G—A3)=—(A—-2)(A=5)(A—=8)=0,

si deci rddicinile caracteristice sunt \; = 2, Ao = 5, A3 = b, toate simple. Acestea fiind din cimpul de
scalari, ele sunt chiar valori proprii.
Vom determina acum subspatiile proprii V (2), V (5) si V (8) corespunzitoare celor trei valori proprii
guisite. Avem
V(A):={X €Mz, (K)| G~ X =0},

deci trebuie rezolvat sistemul liniar si omogen

(5—>\)£C1 —2552 —21’3 =0
—21}1 + (6 - )\) Ty = 0 (13)
—2x1+ (4= XN a3 =0.

Pentru determinarea lui V (2), rezolvim, prin urmare, sistemul liniar si omogen (13):

3$1 — 23?2 — 25(}3 =0
—2x1 + 429 =0
—2x1 + 2x3 = 0.

Rangul matricii sistemului este 2, deci sistemul are doud necunoscute principale, x1, x2, $i 0 necunoscuti
secundari, x3 = . Vom obtine
V(2)={a(2,1,2) |« € R},

adici { f; = (2,1,2)} este bazi in V (2).
Analog
V(5)={X €M;s:(K)|(A-5l3)X =0}

si sistemul liniar si omogen (A — 5I3) X = 0 este

—2$2 — 23?3 =0
—2x1 +x9 =0
—2I1 — T3 = 0.

care are solufin X = a(1,2,—2), o € R. Deci
V(5)={a(1,2,-2): a € R},

deci { f = (1,2, —2)} este bazi in V (5).
Analog V (8) :={X € M3 (K) | (G — 8I3) X = 0} si sistemul liniar si omogen (G — 81I3) X =0
este
—3.’171 — 2$2 — 2373 =0
—21‘1 — 21,‘2 =0
—21‘1 — 41?3 =0.

Deci
V(8 ={a(2,-2,-1) | a €R},



prin urmare { fs = (2, —2, —1)} este bazi in V (5).

Observim, mai intdi ci, dacid notdm prin T endomorfismul care are drept matrice pe G, atunci, conform
teoremei de diagonalizare, endomorfismul T este diagonalizabil (ridddcinile caracterisitice sunt din campul
de scalari, i.e. \; € R, Vi = 1,3 si sunt toate simple).

In raport cu baza B= {fl =(2,1,2) ,f; =(1,2,-2), f; = (2,-2, —1)}, T are matricea
B 2 0 0
G=|10 50
0 0 8
Deci forma canonicd a formei pitratice este atunci

h(Z)=2)" +5 )" +8(ys)*,
unde y;, i = 1, 3 sunt coordonatele lui ¥ in baza B.

O consecintd imediatd a acestei ultime metode de aducere la forma canonicd a unei forme patratice

.. . i 2 . y .
este cd forma canonicd e de tipul h(7) = > X (¥%)", unde \; sunt valorile proprii ale matricei
lui h in raport cu baza canonicd. Deci h este pozitiv definitd dacd si numai dacd toate valorile
proprii ale matricei sale sunt strict pozitive.

Interesant este ca am gésit trei forme canonice diferite ale aceleiasi forme pétratice h.
Toate trei sunt pozitiv definite dn cazul acestui exemplu.

Se poate demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 24 (Teorema inertiei a lui Sylvester) Fie V,, un spatiu liniar real. Toate formele canonice
ale unei forme pdtratice au acelasi numdr de coeficienti strict negativi si acelasi numdr de coeficienti strict
pozitivi.

Definitia 25 Fie h € P(V,,). Numim indicele pozitiv de inertie (indicele negativ de inertie) al lui h
numdrul coeficientilor strict pozitivi (respectiv strict negativi) ai unei forme canonice a lui h. [i notdm

i (h), i_(h).

Dacad rangul formei pétratice este de exemplu r < n, atunci evident iy (h) +i_(h) = 7.

Putem asocia unei forme patratice reale si o forméd canonica unicd, pe care o numim forma
normali, astfel.

Presupunem cd in raport cu o bazd B = {é1,--- ,€,}, h € P(V,,) are forma canonica
- RN 2 — —
W) = X (@) + ) Aprj (pas)°, A >0, Vi € Lp, Apy; <0, Vj€Tq.
i=1 j=1
Yi =V Aiajia 1€ Hv
Facem schimbarea de coordonate ¢ y,;; =+/—Mp+jsJ €L q, In raport cu noua
Yptq+k = Tptgtks KELn—p—gq.

baz3 indusd de schimbarea de coordonate, forma canonica a lui h devine

W) =D )" =D (yp)”

i=1 j=1

Aceasta este forma normali a lui h.
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Pentru forma canonicd i (Z) = 2 (y1)* + 5 (y2)* + 8 (y3)?, facand schimbarea de coordonate
21 = \/Eyh

25 = 1/bys, obtinem forma normald
z3 = 2\5937

h(Z) = (21)" + (22)" + (21)".
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3 Exercitii

1. Sa se studieze daca aplicatiile g de mai jos sunt forme biliniare. In caz afirmativ sa se
precizeze dacd sunt simetrice sau nu si sd se determine matricea formei g in raport cu baza
canonica.

T, ) = x1y2 — Tay1 + T1y3 — T3y + 1, VE, § € R

(z

b)g : R2 x R? — R,g(*,ﬁ) Ty — T1Y2 — Tay1 + 2x2y2, VT, € R%;

) (Z,9) = 2z1y1 + 22y1 + T2y2 + 323y3 + Tays +:c4y4,V9c 7 € R%;
(

d)g:R*xR* =R, g(Z,7) = v1y2 + T2y3 + T3ya + T2y1 + T3y2 + 143, VT, ¥ € RL
Rezolvare:
(a) Folosind definitia, trebuie deci sd verificim conditiile

g (' + By, 2) = ag (£,2) + By (4, Z)
7, iz

9 (&, ay+ BZ) = ag( ,Z), Yo, B €R, VZ,¥,Z € R3. (14)

Deoarece of + 5§ = (ax1 + By1, axs + Bys, axs + Pys), obtinem cd

g (af + By, Z) = (axy + By1) 2o — (w2 + Bya) 21 + (awy + By1) 23 — (axs + By3) z1 + 1
= azxi122 + Byi12z2 — axaz1 — BYy2z1 + ax123 + Pyi123 — awzzr — Pyzz + 1
= a(r122 — T221 + w123 — w321) + B (Y122 — Y221 + Y123 — y321) + L.

Pe de alta parte,

g (Z,2)+ By (7,2) = a(z122 — w221 + T123 — 2321 + 1) + B (Y122 — Y221 + Y123 — Y321 + 1)
= a(z122 — 2221 + 1123 — w321) + B (Y122 — Y221 + Y123 — Yy321) + (a + ).

Deci existd a, § reali, cu (o + 8) # 1 ai. g (aZ + BY, 2) # ag (£, Z) + Bg (¥, Z), prin urmare g
nu este formd biliniara.

Evident dacd nu ar apdrea cosntanta 1 in definitia lui g, atunci g ar fi formd biliniara.

(b) Deoarece o + By = (a1 + By1, axs + Bys), obtinem ca

g (af + By, 2) = (axy + By1) 21 — (ax1 + By1) 22 — (w2 + By2) 21 + 2 (axe + By2) 22
= awy121 + By1z1 — ax122 — Py1ze — a2y — Byez1 + 20220 + 2By222

= (r121 — T120 — To21 + 2T222) + B (Y121 — Y122 — Y221 + 2y222)

=ag(7,2) + Bg (¥, 7).

Deoarece o + 7 = (ay1 + Bz1, aya + Bz2), obtinem ca

9 (Z, a4 BZ) = x1 (o + Bz1) — 21 (a2 + Baz) — 22 (g + Bz1) + 222 (a2 + B22)
= ax1y) + Bri21 — ar1ys — Brizo — awayy — Prozy + 20wy + 2[wa20

= a(T1y1 — T1Y2 — Tay1 + 272y2) + B (T121 — T122 — Taz1 + 27222)

= ag (Z,9) + Bg (Z,7) .

Prin urmare g este forma biliniara.
Evident
9 (Z,7) = v1y1 — 21Y2 — T2y1 + 22292 = g (¥, 7),
ceea ce inseamna cd forma biliniarad g este simetrica.
Facem observatia ca daca verificam mai intdi simetria lui g, era suficient si demonstram ca

g este liniard doar in primul argument. Automat, din simetrie, rezulta cd ea e liniard si in al
doilea argument.

12



Matricea formei biliniare g in raport cu baza canonicd se scrie calculand g;; = g (€;,€;),
i,j = 1,2, unde B, := {€}, €} este baza canonica din R?.

Ob’ginem ca gi1 ‘= g(€1,81) = 1, go2 = g(€2,52) = 2, gi2 = g(€1,€2) = —1, go1 =
g (€3, €1) = —1, adicd matricea formei biliniare este

a-( 1)

Observam de asemenea cd forma biliniara se scrie matriceal astfel:

en-xov-(n (1 )(8)

unde X este matricea coloand a coordonatelor lui 7 iar Y este matricea coloand a coordo-
natelor lui ¥.

(¢) Deoarece

—

9 (Z,9) = 2z1y1 + T2y1 + Toyo + 3T3Y3 + Tay1 + ays # 9 (¥, T) ,

rezultd cd g nu este simetrica.
Suntem nevoiti sd verificim liniaritatea in ambele argumente.

Deoarece af + Sy = (azq + By1, axzs + By2), obtinem ca

g (Ozf—l— BY, 27) =2 (axl + ,By1) 21+ (04132 + 6y2) 21+ (al‘g + ﬁyz) Zo+ 3 (al‘3 + ﬁyg) 23
+ (axy + Bya) 21 + (g + Bya) 24
= 2amw121 + 2By121 + ax221 + Byaz1 + axezo + By2ze + 3awszz + 3BYsz3 + axgzr + Bysz
+oawyzy + Byszg
= (27121 + Taz1 + Tozy + 3w323 + w421 + 2a24) + B (2y121 + Y221 + Yoz + 3yszz + yaz1 + Yaza)
=ag(Z,2) + By (4. 7) ,

adicd este satisfacutd prima conditie din (14) (de liniaritate in raport cu primul argument).

Scriind ay + BZ = (ay1 + Sz1, ays + Bz2), obtinem cd in mod similar cd g (&, ay + 52) =
ag (Z,9) + By (%, Z), adicd este satisficutd a doua conditie din (14) (de liniaritate in raport
cu al doilea argument).

Fie B. := {€}, €, €3, €, } baza canonica din R%.

Obtinem ca:
g11:=g(€1,€1) =2, g22 := g (€2,62) =1, 933 := g (€3,€3) = 3, gas := g (€4,€4) =1,
g12 : =g (€1,62) =0, 913 :=g(€1,€3) =0, g1a := g (€1,€1) =0,
g21:= g (€2,€1) =1, g23 := g (€2,€3) =0, gosy := g (€2,€4) =0,
g31:=g(€3,€1) =0, g3z :=g(€3,62) =0, g34 := g (€3,€4) =0,
ga1 ‘= ¢ 54,51) = 1, ga2 = g(_‘47_'2) = O, g43 ‘= g(_‘4,_’3) = O, adicé matricea formei
biliniare este

2 0 0 O

1 1 0 0

G= 00 3 0
1 0 0 1

. Se d& forma biliniard g : R* x R* = R, ¢ (Z,%) = T1Y2 — Tay1 + T1Y3 — T3Y1 + T1Y4 + Toys —
T3Y2 + Toys — Tay2 + T3ys — T4Yy3, VT, § € R:. S4 se precizeze dacd forma biliniara g este sau
nu simetricd si sd se determine matricea formei g in raport cu baza canonicd. De asemenea,
sd se scrie matricea formei g in baza formata de vectorii fl = (1,1,0,0), f; = (0,1,1,0),
fa=1(0,1,0,1), fy = (1,0,0,1).
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Rezolvare:

Matricea formei biliniare g se scrie calculand g¢;; = g¢(€;,€;), i,j = 1,4, unde B, :=
{€1, 5, &3, €4} este baza canonici din R?.
Obtinem
0 1 1 1
-1 0 1 1
G = -1 -1 0 1
0 -1 -1 0

si deci forma biliniara se scrie matriceal sub forma

0 1 11 "
L 1 0 11 o
g(x,y):Xt~G'Y—(x1 To T3 CU4) 1 1 0 1 v |
0 -1 —1 0 Ya

unde X este matricea coloand a coordonatelor lui 7 iar Y este matricea coloand a coordo-
natelor lui ¥.

Se citeste matricea S a schimbérii de baze de la canonicd B, lanouabazd B := { f_i, fé, fg, ﬁl} =
{(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1)} :

1 0 0 1
1110
5= 01 00
00 11

Conform teoriei, matricea G in raport cu noua bazi B este datd de formula

G=S8"-G-S
deci
0 3 3 1
G = :; Pl (1) 8
0 0 1 1

. Se da forma patraticd b : R® — R, h (&) = (21)° + Z (22)” + 2 (23)° + 22123 — ox3, VI € R3.

(a) S4 se scrie forma biliniard simetricd din care provine h, sd se determine matricea formei
patratice h in raport cu baza canonica si sd se determine rangul lui h.

(b) Sa se aduca forma patraticd la forma canonica prin metoda lui Gauss.
Rezolvare:

(a) Reamintim cd, prin definitie, pentru forma pdtratica h, existd o formd biliniara simetricd
g astfel incat h (¥) := g (7, %), Vo € R®. g se numeste forma polara a lui h.

g se obtine prin procedeul de dedublare prin care inlocuim in modul urmator:

(’Ii)Q ~r XY

1 ..
Ty~ 3 (xiy; + xy:), Vi, J.
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Astfel se obtine

o 5 1 1
g(%,y) = iy + 1722 + 2r3y3 + 25 (x1y3 + z3y1) — 3 (72y3 + 23Y2)
5 1 1 T
= xy + Zl’zyz + 2x3y3 + T1Y3 + T3Y1 — 55621/3 - 5903%/2, VI, y e R’
Stim ca
1 0 1 n
h(f):Xt~G-X:(l‘1 X9 $3) O 5/4 —1/2 Y2 5
1 —1/2 2 Y

unde X este matricea coloanad a coordonatelor lui #, iar G este matricea formei biliniare
simetrice corespunzatoare g.

Deci
1 0 1
G=1]0 5/4 —1/2
1 —1/2 2

Se obtine rangG = 3 deci rangul formei h este 3.

(b) Vom aduce forma pdtraticd la forma canonicd prin metoda lui Gauss.

% . . w 2 . . . . w . .
In expresia lui h apare patratul (x;)” si termenii z 23 si deci grupam toti termenii care
contin termenul z; si formdm un binom la patrat.

(22) +2(23)? — 2273
(z2)?

2 2 2
= (21 + $3)2 + (963 - ;962) - (;l‘z) + g (1‘2)2 = (a1 + 963)2 + (£U3 - 1562) + ($2)2
= ()" + (1) + (13)°,

W | ot

h(%) = ((x1)2 + 2$11‘3) + Z (x2)2 +2 (:r:3)2 — xox3 = (21 + x3)2 - (51:3)2 +

5 5
= (o1 22)" + ()" + § (@2)° — wams = (01 + 23)° + ((2)" a3 + 7

unde
Y1 =1+ I3
Y2 = T3 — %132 (15)
Yz = T2.

S& determindm in continuare baza B in raport cu care forma pétraticd h are forma canonici
de mai sus.

Rezolvam sistemul (15) astfel incét sd determindm coordonatel x; in raport de coordonatele
y;. Vom obtine

T1I=Y1— Y2 — 33

T2 = Y3
T3 =y2+ 3Y3.
deci
X = 9Y,
unde
1 -1 —1/2
S=1| 0 0 1
0 1 1/2
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Dar, prin definitie, matricea S este matricea schimbdrii de baze de la B, la baza B =
2)

a
{ f1, fa, fg} in raport cu care forma pdtraticd h are forma canonicd h (%) = (y D2+ (y

(y3)°. Remarcim ci am obtinut direct forma normals a lui h.

Deci citim coordonatele de pe coloanele matricii S si obtinem fi=(1,0,0), fo = (—1,0,1),

fa=(~1/2,1,1/2).

1 00
Evident, forma pétraticd are in raport cu aceastd noud bazi matricea A= | 0 1 0

0 0 1
Deoarece toti coeficientii din forma canonicd sunt strict pozitivi, deducem ca forma patratica

datd este pozitiv definita.

. Se di forma patratici b : R® — R, h (%) = 5 (21)° +6 (22)° +4 (3)> — 4129 — 42123, VT € RE,
(a) S& se determine forma polard a lui h, matricea formei pdtratice i in raport cu baza
canonica si sa se calculeze rangul lui h.

(b) Sa se aduca forma canonicd la forma patratica prin metoda lui Gauss.
Rezolvare:

(a) Forma biliniard simetricd din care provine h se scrie prin procedeul de dedublare si se
obtine

o 1 1
g(Z,9) = bdxiyi + 62y + 4x3ys — 45 (T1y2 + T2y1) — 45 (x1y3 + T3y1)
= dr1y1 + 63323/2 + 4])3y3 — 23?13/2 — 2.1‘2y1 — 2$1y3 — 2%32{1, Vf, 376 R3.
Obtinem
5 =2 =2
G = —2 6 0
—2 0 4

rangG = 3 deci rangul formei h este 3.
(b) Vom aduce forma pétraticd la forma canonicd prin metoda lui Gauss

2 o 2 . . . o 2 . .
In cazul nostru, apare patratul 5 (x1)” si termenii z1x2, £123. Apare si patratul 6 (x2)” si apoi
x122. Alegem, pentru simplitate, sd plecim de la termenul x; si deci grupam toti termenii
care contin termenul zs.

h(Z) = (6 (.’L‘2)2 — 45(:1302) +5 (9!:1)2 + 4(353)2 —4x123

1

§ (6.132 — 243311‘2) +5 (3;‘1) —|—4(.133) —4xix3

1
§ (625 — 221)% — = (231) 45 (21)% + 4 (w3)* — 4zy23
3

= & (6o — 201)% + = (1) + 4 (23)* — 4z 25

1 13

= 5 (62— 211)° + 53 (21) — 4x1x3> + 4 (z3)?

2

1 3 13 13
=5 (622 — 2961)2 + 3 ((3961) 3 4x1x3> +4 (x3)2

1 , 3 /1 2 3 ) )
= = (6as — 2 = —225) — = (2 4

6 (6$2 xl) + 13 < 3 1 $3> 13( l‘3) + (1‘3)

1 , 3 /13 240
= = (6 — 2 =2y -2 =

5 (62 — 211)" + 3 g 3 1 $3) + 13 (23)
1,5 3 5 4o

6 (y1)” + 13 (¥2)" + 13 (y3)*,



unde

y1 = 6z — 211
13

Y2 = 3551 — 2z3

Ys = I3.

Deoarece toti coeficientii 1/6,3/13 si 40/13 sunt strict pozitivi, deducem ca forma patraticd
data este pozitiv definita.
. Se d& forma pétraticd i : R® — R, h (%) = 22122 — 62123 — 62273, VF € R3.

(a) Sd se determine forma biliniard simetricd din care provine h, matricea formei patratice
h in raport cu baza canonica si sa se calculeze rangul formei.

(b) Sd se aducd forma patraticd la forma canonicd prin metoda lui Gauss si sa se determine
si baza Gauss.

Rezolvare:

(a) Forma biliniarad polard a lui h este

Lo 1 1 1
g(%,y) = 25 (12 + 22y1) — 65 (T1y3 + 3y1) — 65 (z2y3 + 2391)

= T1Y2 + Xoy1 — 3T1yY3 — 3T3y1 — 3x2y3 — 3x3Y1, VI, 376 R3.

Avem
0 1 -3
G = 1 0 -3
-3 -3 0

Se obtine rangA = 3 deci rangul formei h este 3.

(b) In cazul nostru, nu apare nici un patrat dar apare termenul z1 x5, deci, conform teoriei,
facem schimbarea de variabila
T1=Y1 — Y2

To =Y1 + Y2 (16)
T3 = Y3
Inlocuind obtinem
h (%) = g(yl —y2) (Y1 +y2) —6(y1 —vy2) Y3 — 6 (y1 +y2) 3

T
=2 (91)2 —2 (yz)z — 6y1y3 + 6y2y3 — 6y1y3 — by2y3 =
2(y1)" —2(y2)” — 12y1y3

iar acum se aplica tehnica de formare de patrate. Vom obtine

h(E) =2()" -2 (1) — 1201ys = (2 (y1)* — 12y1y3) —2(y2)’ = % ((2y1)2 - 24y1y3) —2(ya)?
= % (2y1 — 6ys)” — % (6ys)” —2(y2)" = % (21)? = 2(22) — 18 (23)°,
unde
z1 = 2y1 — 6ys3
29 =Y (17)
Z3 = Y3

S& determindm in continuare baza B in raport cu care forma pétratica h are forma canonicd
de mai sus.
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Rezolvam sistemele (16) si (17) astfel incat sa determindm coordonatel x; in raport de coor-
donatele z;. Vom obtine

1 1
.1’12*(214—623)—22 1 = —21 — 22+ 323
$2:§(2’1+623)+22 = 1’2:521+22+323
T3 = 23. x3 = z3.
deci
X =57,
unde
1/2 -1 3
S = 1/2 1 3
0 0 1

Dar, prin definitie, matricea S este matricea schimbarii de baze de la B, la baza B =
{ fi. fo, f;} in raport cu care forma pétratica h are forma canonica Q (%) = 3 (= )2 -2 (z2)2 —
18 (23)%.

Deci fi = (1/2,1/2,0), fa = (=1,1,0), f3 = (3,3,1).

Evident, din forma canonicd, deducem ca forma patraticd are in raport cu aceastd noud baza

- 1/2 0 0
matricea G = 0 -2 0
0 0 -—18

Pe de altd parte avem formula B
G=5"G-5,

deci se poate face si proba, calculand produsul S*-G'- S si obtinand exact matricea diagonald
G de mai sus.

Din forma canonicd deducem ca forma patratica datd este nedefinita.

. Se da forma pétraticd h : R® - R, h (Z) = 2 (x1)2 +3 (x3)2 — 2x1x9 + 22123, VT € R3. Si se

aducd h la forma canonicd prin metoda lui Jacobi si s se determine baza Jacobi.
Rezolvare:

Matricea lui h in baza canonici este

2 -1 1
G=| -1 0 0
1 0 3
Calculdm determinantii A; = 2, Ay = ‘ _21 _01 ‘ = —1, A3 = det G = —3. Deoarece toti

sunt nenuli, rezulta cd existd o bazd B = { f1, f2, f3} in raport cu care h are forma canonicd

1 Aq 1 1

h(Z) = AL (y1)* + A, (y2)” + A (y3)” = By (y1)* — 2 (y2) + 3 (y3)°,

3 .
unde & = ) y; f;- Deducem ca h este nedefinita.
i=1
Baza Jacobi se cautd sub forma

f1 =ci1é1

fa = c21€1 + c22€>
f3 = €31€1 + €32€2 + C33€3 .
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Calculul coeficientilor ¢;; se face impunand conditiile suplimentare

1, daca i = j,

) = by =
g(f e]) J { 0’ daCéZ#]

Obtinem f; = 1&; = (1,0,0), fo = —& — 28 = (~1,-2,0), f3 =
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